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1 Wstep

By¢ moze zastanawiates$ sie kiedys drogi czytelniku nad ksztaltem, jaki ksztatt przyj-
muje zwisajacy swobodnie tancuch lub sznur (oczywiscie o obu koncach zamocowanych).
Nawet dowiadujac si¢, ze ta krzywa jest nazywana krzywa tanuchows, miatem wrazenie,
ze jest to parabola. Wydaje sie to dosy¢ naturalne. Nie tylko ja dalem sie nabrac, ale
takze wielcy uczeni. Galileusz w swoich ,Dialogach” milczaco przyjal, ze jest to funk-
cja kwadratowa. Dopiero Christiaan Huygens przedstawil geometryczny dowod (bardzo
skomplikowany), w ktérym wykazal, ze ksztalt zawieszonego sznura moze byé¢ przedsta-
wiony za pomoca wykresu kosinusa hiperbolicznego. W tym czasie tworzylo sie potezne
narzedzie dla naukowcow, jakim jest dzial analizy matematycznej. Za pomocg rachun-
ku rézniczkowego Huygens, a takze Leibnitz oraz Bernouli wykazali, ze istotnie, ksztatt
zwisajacej swobodnie linki to kosinus hiperboliczny, nazywany krzywsa tancuchows.

Aby rozwigzaé ten problem mozemy uzy¢ rachunku wariacyjnego, dzieki ktéremu
otrzymamy rozwigzanie lub mozemy ograniczy¢ si¢ do umiejetnosci catkowania prostych
funkcji i zastosowaé pewien chwyt. Ze wzgledu na prostote i pomystowosé drugiego spo-
sobu, z niego wtasnie skorzystamy.

W tym miejscu czas na definicje sinusa i kosinusa hiperbolicznego, co przyda sie¢ poz-
niej:

sinhe =~ ° (1)
coshz = ———. (2)

W tej chwili jako ¢wiczenie mozna policzy¢ pochodna oraz catke kazdej z tych funkeji.

2 Linia lancuchowa

Rozwazmy idealnie wiotki sznur, ktéry jest zaczepiony w punktach A oraz B. Gestosé
liniowa sznura wynosi ¢(z) w ogdlnym przypadku, lecz w naszym zaltozymy, ze gestosé
liniowa jest stata i wynosi q.



Z 11T prawa dynamiki wynika, ze aby wycinek CoC' pozostawal w spoczynku, to sity
nan dziatajace musza sie rownowazy¢. W punkcie Cy przylozona sita jest pozioma, wiec
musi sie rownowazy¢ z poziomg sktadowa sity przytozonej w punkcie C', zatem S, — N =
0< S, = N = const.

Widzimy wigc, ze pozioma sktadowa dziatajaca na kazdy element sznura jest stala,
rOwna napieciu sznura w najnizszym punkcie.

Zajmijmy sie elementem C'C’ o dtugosci ds, ktorego lewy kraniec ma wspotezedng x,
natomiast prawy — x + dr. Masa wycinka wynosi dsq. W punkcie C' sita jest skierowana
pod katem a do poziomu, natomiast w punkcie C’ pod katem «’'.
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Aby ten wycinek zostal w spoczynku, sity dzialajace w poziomie musza sie sumowac

do zera, podobnie jest ze sktadowymi pionowymi:

Ntga' — Ntga — qds =0 (3)

Ponadto przy wzroscie x o dx przyrost tg a mozna wyrazi¢ nastepujaco:

tga' =tga + d(tga). (4)
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Jednoczesnie wiemy, ze tga = %. Laczac te dwa fakty, otrzymujemy:

d dy, d d*y

t — — %Y
84T I dr’ ~ dr + dx?
Potaczywszy powyzsze przeksztatcenia otrzymujemy:
dy % dy dy d?y dy
N %Yy - N gds = N N—=dx — N-= — qds =
(g * ga2d) = Ny —ads =0 Nyt N dz 1 =0
d2
N . de —qds =0

Wiemy, ze wzér na dlugo$é¢ krzywej ma postacé: ds = /1 + (%)de. Stad:

N—— a1+ =0& N y_ dy
dx

Dokonujemy podstawienia t = @.

N;lt gV 1+ 2
x

Rozdzielamy zmienne:

dt —gda:(:)/ dt = gdm
Vit N vitez J N

Prawa strone rownania rozwigzujemy w nastepujacy sposob:

R R B
/Nd.CI?—N/d.CE N{L’—l—D,

gdzie D" jest stalg catkowania.
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Aby obliczy¢ caltke znajdujaca sie po lewej stronie dokonujemy podstawienia Fulera:

2t t
k=t+V1+t2=dk=(1+ —)dt & dk = (1+ ——)dt &
( 2\/1+t2) ( \/1+t2)
dk
Sdt = ———
+
V142

[ il = e = = 5 -
1+ 2 +2 ) (4 A)Vite S t+vite Sk
=Ink+D =ln(t+vV1+t3)+ D,

gdzie D' to stata calkowania. Mamy wiec rownanie:

In(t+V1412) = +D<:>t+\/1+t2—ezv+D<:>\/1+t2—eN+D t e

o1+ t2 — 2(F+D) _ 9K tD +2e]= c@KAD) _ 91 KHD o
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W tym miejscu mozemy zrezygnowaé ze zmiennej t i rozwigzaé proste rownanie roz-
niczkowe:

dy . . qx . qT
dx—sth+D<:>dy—(sth—|—D)d$<:> (20)
N
@/dy:/(sinh%—kD)dx@y:—cosh(%—i—D)—i—E (21)
q

Aby okresli¢ wyglad funkcji skorzystamy z warunkéw poczatkowych — zaktadamy, ze
funkcja w punkcie 0 przyjmuje wartosé 0 i jest to jej najnizszy punkt, zatem pochodna w
punkcie 0 réwniez jest réwna 0.
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0
-0
y'(m):0<:>Sinh%+D:0<:>sinth+D:0<:> (22)
&sinhD=0& D=0 (23)
N qx N q-0 N

y(r)=0& —cosh(—=+D)+FEF < —cosh(— )+ F & EF=——. 24
(@) =06 eosh (% + D) + B & - cosh (42) ~e

Stad ostateczna postaé tego wzoru to: y = %(Cosh + —1).

3 Krzywa sznurowa
Roéwnanie troche sie uprosci, gdy spréobujemy wyprowadzi¢ je dla sznura o matym
zZwisie.

A dr B

ds

Y

Zatézmy teraz, ze |AB| ~ s, a dla wygody przyjmijmy zwrot osi Y w dét (zatem
zamiast y napiszemy —y). Przeksztalcajac rownanie (7) daje nam to:

2

d~y
N@dx + q(x)ds = 0. (25)
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7 naszych zatozen wynika, ze ds ~ dx.
2y

d 2dx+q( z)dz = 0. (26)

Ponownie przyjmujemy, ze gestosé liniowa g(z) = const. Stad
d?y d
ﬁdx——qu(:)/]\f yd$— /qda:@Nd—y:—qx%—D(:)(Q?)
x
s 2

1
@/Ndy:—/(qx+D)d9:<:)Ny:—q§+Dx+E<:)y:N(—q%+Dm+E).(28)

Wyznaczamy state D, E z warunkow, aby poczatek i koniec sznura byt na poziomie 0

1 0? E
y(0) O@N(q2+ 0+E)=0<0 v 0 (29)
oraz:
(l)—O@l( l2+Dl)—0«:> l2+Dl—0(:) (30)
=0 Ny 1
12 ql
Sq-=D-leD=—. 31
a3 5 (31)
Zatem postaé szukanej funkcji ma postac:
qx
_ _ 2
y=yU—2) (32)
4 Podsumowanie
Krzywa tancuchowa opisuje wzor:
N q
= —(cosh — — 1). 33
y =" (cosh £ = 1) (3)
Dla niewielkiego zwisu poprawny jest ponizszy wzor:
qx
y=oypi—1). (34)

T 2N
Widzimy wiec, ze intuicja cztowieka stusznie kojarzyta sznur z wykresem funkcji kwa-
dratowej.



