Rozwiazanie z reguly najlepiej zacza¢ od dobrego rysunku rozwazanej sytuacji, takiego
chociazby jak ten powyzej. Nastepnie nalezy sie zastanowi¢, co musimy wzynaczy¢ po drodze,
by dojs¢ do rozwiazania problemu. W zadaniu nalezy policzyé¢ elongacje komety w momen-
cie jej przejscia przez peryhelium. Aby to zrobi¢, niezbedne jest okreslenie potozenia punk-
tu peryhelium w przestrzeni, jak réwniez polozenia Ziemi w tejze chwili czasu. Peryhelium
mozemy okresli¢ dzigki znajomosci wektoréw potozenia i predkosci komety w pewnej chwili
czasu, gdyz wektory te wyznaczaja plaszczyzne ruchu komety, jak roéwniez pozwalajg okresli¢
rozmiar orbity, po ktorej okraza ona Stonce. Nastepnie dzieki okresleniu odleglosci katowe;j
miedzy peryhelium a aktualnym potozeniem bedzie mozna z II prawa Keplera wyznaczy¢ czas,
po ktérym to przejscie nastapi. Majac ten czas, mozna tatwo policzy¢ wektor potozenia Ziemi
w momencie przejscia komety przez peryhelium i tym samym szukana elongacje mniejszego
ciala.

Rozwiazanie zaczniemy od wprowadzenia kartezjanskiego uktadu wspotrzednych, pocza-
tek znajduje sie w Stoncu, o§ X wskazuje na punkt Barana, za$ o§ Z na pdélocny biegun
ekliptyczny — wtedy ptaszczyzna XY pokrywa sie z plaszczyzng orbity Ziemi wokot Storica.
Bazujac na rysunku, chcemy wyznaczyé¢ wektory rsx oraz vk.

Zacznijmy od znalezienia wektora potozenia komety. Na podstawie rysunku mozna zauwa-
zy¢, ze wektor Tsi jest suma wektorow sy oraz . Wektor 75z ma znana dtugosé réwna 1
AU, lezy w ptaszczyznie ekliptyki oraz tworzy z osia X kat —(180° — A\g) (Ag = 138°10'23.3"
w dniu 11 sierpnia 2023 w potudnie czasu polskiego), zatem jego wspohrzedne w uktadzie
kartezjanskim wynosza

Tsz = rsz[— cos(Ag); —sin(Ag); 0]

Potozenie komety wzgledem ziemi jest natomiast okreslone w sferycznym uktadzie wspotrzed-



nych poprzez wielkosci D, Sk oraz Ak . Przejscie z uktadu sferycznego na kartezjanski odbywa
sie nastepujaco:
Tz = Dlcos(B) cos(Ak); cos(Br) sin(Ax); sin(B )]

Wektor s wynosi zatem
Tsk = Tsz + TzKk
Dtugosé wektora 7sx wyznaczamy z twierdzenia Pitagorasa.

Wyznaczenie U jest nieco bardziej problematyczne, gdyz w zadaniu mamy podane nie-
bezposrednio az trzy niezalezne informacje o ruchu komety wzgledem Ziemi, mianowicie o
predkosciach oznaczonych na rysunku v, U oraz v\, ktérych sktadowe nalezy wyznaczyé w
uktadzie kartezjanskim i doda¢ do siebie, by dosta¢ wektor predkosci komety wzgledem Zie-
mi Uk z. Ostatni wektor jest niczym innym jak réznica wektorow vk i Uz, co implikuje, ze
Uxg = Ukyz + Uz. Ponizej znajduja sie rozpisane wszystkie niezbedne nam wektory predkosci,
ewentualny dowod tego, ze maja one wlasdnie taka postaé, pozostawiam Czytelnikowi. Wartosé
predkosci Ziemi w ruchu Storica mozna wyznaczy¢ ze wzoru na ruch po okregu albo znalezé
W internecie, vy = 29,78%‘“.

U, = vy[cos(Br) cos(Ak); cos(Br) sin(Ax); sin( B )]
U = wgD[—sin(fk) cos(Ak); —sin(fk) sin(Ak ); cos(Bk)]
Uy = wyrD cos(Bg)[— sin(Ax); cos(Ak); 0]
Uz = Up + U + Uy

172 = Uz[Sin(As); - COS(/\5); O]

Zanim przejdziemy do dalszych obliczen, warto wykona¢ rysunek obrazujacy ewolucje sytu-
acji. Na obrazku ponizej czarna krzywa przedstawia trajektorie, ktora kometa pokonuje do
osiggniecia peryhelium, 6 — jej anomalia prawdziwa w chwili poczatkowej, P — punkt peryhe-
lium, ¢ — szukana elongacja, Agp — dtugos¢ ekliptyczna Storica w momencie przejscia komety
przez peryhelium.



Znajac potozenie i predkosé komety wzgledem Storica, mozna policzyé jej catkowita ener-
gie mechaniczng oraz moment pedu na jednostke masy, oznaczony dalej jako h. Z zasady

zachowania energii mamy
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Moment pedu jest zdefiniowany jako iloczyn wektorowy wektoréw potozenia i predkoscei, zatem
h =Tsk X U = [T’SKYUKZ —TSK; UKy TSK;VKxy — TSKxVKz, TSKxVKy — T‘SKYUKX]
Z, momentu pedu mozna wyznaczy¢ mimosrod orbity komety, gdyz obowiazuje zaleznosé
h=+/GMya(l — e?)
B2
e=4/1—
GM@U,

Mamy wielka potos, mamy mimosréd, mozemy zatem wyznaczyé odlegtosé komety od Stoica

w peryhelium:
r, =a(l—e)



Nadal potrzebujemy jednak wektora okreslajacego potozenie przestrzenne peryhelium, jak
rowniez czasu do przejscia komety przez nie. Do wyznaczenia pierwszej z tych rzeczy mozna
uzy¢ gotowej formuty (hasto wyszukiwania w Google: "eccentricity vector"), albo zauwazy¢,
ze wektor ten lezy w plaszczyznie orbity, zatem jest prostopadly do wektora momentu pedu
komety, jak réwniez tworzy z wektorem potozenia komety kat réwny anomalii prawdziwej,
do znalezienia ktorej dysponujemy potrzebnymi danymi. Oznaczmy ten wektor wskazujacy
od Storica do peryhelium orbity przez . i zalézmy, ze ma on dlugosé¢ 1, wtedy 7, = rpt..
Dodatkowo wprowadzmy jednostkowe wektory u, = f*;—ioraz up = %, skierowane odpowiednio

wzdluz wektoroéw rx oraz h.

Z wlasnosci iloczynu skalarnego wektorow wiemy, ze i, - i, = cos(f). Ponadto zauwazmy,
ze wektory i, i U, leza w plaszczyZnie orbity, zatem wektor bedacy wynikiem ich iloczynu
wektorowego jest do niej prostopadly, a tym samym réwnolegly do wektora ;. Ponadto
dtugosé wektora i, x U, z wlasnosci iloczynu wektorowego wynosi sin(f), z czego mozemy
wywnioskowadé, ze U, X iU, = U, sin(f). Razem z rownaniem na iloczyn skalarny daje to uktad
4 réwnan do rozwiazania:

—UpyUey + Upy Ue, = Up,, sin(6)
UpyUey — Upy Ue, = Up,y SIN(0)
—Upy Uey + Upy Uy = Up, SiN(H)

Upy Uey + Upy Uey + UpyUe, = cos(6)

Mogloby sie wydawaé, ze mamy az 4 réwnania, a tylko 3 niewiadome, wiec otrzymany uktad
rOwnan jest sprzeczny, jednak pierwsze 3 réwnania wynikajace z iloczynu wektorowego sa
liniowo zalezne, tzn. dowolne z nich mozna przedstawi¢ jako kombinacje liniowa dwoch po-
zostatych. Niezalezne rownania sa de facto 3, a ich rozwiazanie wyglada nastepujaco (dowod
pozostawiam Czytelnikowi):

Uy = (UpyUpy — Upy Up, ) sin(0) + u,, cos(f)

Uey = (—Up, Upy + UpyUp, ) SIN(B) 4w,y cos(6)

Uey = (Upy Uhy — Upy Upy ) SIN(G) 4 1, cos(6)

Anomalie prawdziwa obliczamy z rownania elipsy w ukltadzie biegunowym o $rodku w jej
ognisku:

b al=¢?)
KT+ e cos(f)
2
0 = arccos <M — 1)
rsKe e

Mozemy teraz podstawi¢ wyliczonag wartos¢ # do wzoréw na sktadowe wektora . i wyznaczy¢
potozenie peryhelium w przestrzeni. Zostaje zatem ostatni akcent, czyli wyznaczenie czasu
do przejscia komety przez peryhelium. Mozna w tym celu skorzysta¢ z II prawa Keplera, wy-
znaczajac uprzednio pole wycinka elipsy o kacie 6 i srodku w jej ognisku (da sie to zrobié¢
bez catkowania, jesli zauwazy sie fakt, ze elipsa to okrag o promieniu a spltaszczony w jednej
osi 0 czynnik /1 — €?). My jednak w tym celu postuzymy sie zwiazkami jakie zachodza mie-
dzy anomaliami: prawdziwa 6, mimosrodowa F oraz srednia M. Zwiazki te sa bezposrednia



konsekwencja II prawa Keplera oraz relacji geometrycznych miedzy elipsg a opisanym na niej
okregiem. Anomalie Srednig definuje sie jako M = 2T”Atp, gdzie T to okres obiegu ciala niebie-
skiego, za$ At, odstep czasu miedzy chwilg obecng a momentem przejscia przez peryhelium.
Anomalie $rednig z mimosrodowa wiaze tzw. rownanie Keplera (wartosci katow musza byé
podane w radianach):

M = E — esin(F)

7 kolei anomalia mimosrodowa jest powiazana z prawdziwa nastepujaca relacja
E [1—e 0
tan | — | = tan | =
2 1+e 2
1 —
E = 2arctan ‘ tan Q
1+e 2

Nastepnie wyznaczone F podstawiamy rownania Keplera, by otrzymaé warto$¢ anomalii $red-
niej. Do wyznaczenia At, potrzeba nam zatem jeszcze okresu obiegu komety wokot Stoiica,
ktory obliczamy z 111 prawa Keplera:

a® 1AU3

T2 ~ 1 rok?

Poniewaz zatozyliSmy, ze orbita Ziemi jest kotowa, w momencie przejscia komety przez pery-
helium, dtugosé ekliptyczna Storica bedzie wynosié

At
Asp = Ag + —2 - 360°
Ty

Wektor polozenia Ziemi wzgledem Storica w tej chwili wynosi wiec
Tsz, = Tsz[— cos(Asp); —sin(Agp); 0]

Relacja pomiedzy wektorami, z ktérej mozemy wyznaczyé potozenie komety w peryhelium
wzgledem Ziemi, wyglada podobnie jak na poczatku rozwigzania. Wtedy zachodzita relacja
Tsk = Tsz + Tzk, natomiast teraz mamy

Tp =TSz, +Tzp
Kat elongacji ¢ jest katem pomiedzy wektorem 7zp oraz wektorem przeciwnym do wektora

Tsz,, czyli —Tsz,. Oba wektory znamy, zatem kat ¢ mozna wyliczy¢ np. z wlasnosci iloczynu
skalarnego.

Tzp - (—Tszp) = —Tzprx"SZ,X — TzPyTS2,y — T2ZP;7S2,Z = TZPTSZ COS(@)
—TzpPxTSz,X —TzPyTS2z,Yy — TzP;7S8Z,Z = TZPTSz
(p = arccos
TzpTsz



