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Badanie zachowania wahadła podwójnego
Joanna Furtak, Karolina Sierociuk, Milena Nowak, Mikołaj Bartoszewski

Wahadło podwójne jest jednym
z układów dynamicznych, które
mimo swojej prostoty wykazują
bardzo skomplikowane i trudne
do zbadania zachowania. 
W naszym projekcie zajęłyśmy
się ich opisem i analizą. 

Symulacje zostały zaprogramo-
wane w języku Python. W celu
rozwiązania równań ruchu sko-
rzystałyśmy z rachunku pocho-
dnych oraz algorytmów Eulera
i Rungego-Kutty 4 rzędu, poró-
wnując ich dokładność na wy-
kresach położenia i energii ukła-
du. Na koniec przeanalizowały-
śmy sposób zachowania waha-
dła w zależności od jego odchy-
lenia początkowego na diagra-
mie bifurkacji. Wykonałyśmy
również fizyczny model wahadła
podwójnego, by porównać wy-
nik symulacji z rzeczywistością.
 

Podsumowaniem przeprowa-
dzonych badań jest diagram
bifurkacji, który przedstawia
sposób oscylacji wahadła 
w zależności od położeń po-
czątkowych obu ramion. Dzięki
temu wyznaczyłyśmy kąty od-
chylenia, dla których oscylacje
wahadła są quasiperiodyczne
(niedokładnie okresowe) bądź
chaotyczne (bez śladów
regularności).

 

Dokładność naszej symulacji
można łatwo odczytać z wykre-
su energii od czasu. Zgodnie 
z zasadą zachowania energii
całkowita energia układu powi-
nna być stała. Na poniższym
wykresie widzimy, że algorytm
RK4 popełnia mniejsze błędy.

(wykres 3) zależność energii całkowitej
układu od czasu w obu symulacjach

Do analizy zachowania wahadła
podwójnego należało skorzystać
z różniczkowych równań ruchu.
W tym celu posłużyłyśmy się
algorytmami je rozwiązującymi:
Eulera i Rungego-Kutty 4. rzędu.
Algorytm Eulera jest najpro-
stszym algorytmem rozwiązują-
cym równania różniczkowe, 
ale w przypadku bardziej skom-
plikowanych układów lepszą
precyzję gwarantują algorytmy
wyższego rzędu takie jak RK4. 

(wykres 4) diagram bifurkacji 
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W symulacjach otrzymałyśmy
wykresy przy użyciu obu algo-
rytmów  (wykres 1, wykres 2)
 i wyraźnie widzimy, że algo-
rytm RK4 zwrócił dokładniejsze
dane.

(wykres 1) algorytm Eulera

(wykres 2) algorytm Rungego-Kutty

Wahadło podwójne jest ukła-
dem chaotycznym. Z analizy
diagramu bifurkacji wynika, 
że większy wpływ na chaoty-
czność układu ma odchylenie
pierwszego ramienia niż odchy-
lenie drugiego. Przy małych
odchyleniach ruch wahadła jest
quasiperiodyczny i wraz ze
wzrostem kąta odchylenia układ
staje się bardziej chaotyczny.
Jest to prawdziwe zarówno dla
modelu z symulacji, jak i dla
zbudowane-go przez nas
wahadła podwójnego.

Bibliografia:  https://python101.readthedocs.io/pl/latest/podstawy/index.html;  https://www.if.pw.edu.pl/~anadam/WykLadyFO/FoWWW_12.html;  https://www.youtube.com/watch?v=HOWJp8NV5xU&t=195s
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Rodzaj oscylacji:
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