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Jak zilustrowac¢ model wahadta matematycznego?

W naszym projekcie opiszemy ruch wahadta za pomocg
rownania rozniczkowego i zobrazujemy go portretem
fazowym. Przeanalizujemy ruch wahadta dla matych

| duzych wychylen.

Wyprowadzenie rownania wahadta

Pierwszym krokiem do rozwigzania problemu wahadta
matematycznego jest zapoznanie sie z jego modelem.

Wahadto matematyczne to masa zwisajaca na
niewazkim precie, ktory sie nie deformuje, czyli ruch
jest mozliwy wytgcznie po okregu.
Na mase m dziatajg dwie sity: sita reakcji i sita ciezkosci.
Sita reakcji ma kierunek wzdtuz preta, a sita ciezkosci
dziata pionowo w dot. Wypadkowa sita dziata wiec
prostopadle do preta. Wartosc tej sity wyniesie:
F =-mg-sin@ gdzie g to przyspieszenie ziemskie
W rownaniu chcielibysmy mieC¢ funkcje jednej
zmiennej, najlepiej kata 6. Wiec uzyjmy momentu sity:
M=F - L
Z drugiego prawa Newtona dla ruchu obrotowego
mamy:

Bl=-mgL-sin®

gdzie | to moment bezwtadnosci wyrazony wzorem:
| =mL*

Po podstawieniu |1 przeksztatceniu otrzymujemy
rownanie ruchu wahadta:

B=-g/L-sinb

Rownanie jest nieliniowe, co utrudnia znalezienie
rozwigzania. Zatem przedstawimy zaleznosc¢ predkosci
od potozenia za pomoca portretu fazowego.

Uktady dynamiczne

Mateusz Fatz, Nikola Nikolelzig, Magdalena Pudetko, prowadzaca: Ola Puchata

Portret fazowy
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Portret fazowy wahadta matematycznego w ktorym L=g, zostat wygenerowany w Mathematica

Rownanie zawiera pochodng drugiego stopnia, a zatem wykres fazowy powinien pokazywac zaleznosc predkosci katowej
od kata. Rdwnanie rézniczkowe ma punkty stacjonarne tam, gdzie 8 = 0 i 8 = 0. Wynika stad, ze sa to punkty postaci (21n,
0) i (2mn+m, 0), gdzie n to liczba catkowita, a wspdtrzedne to (8, 8).Portret fazowy jest okresowy wzgledem osi 8, wiec
mozemy ograniczycC sie do przedziatu [-2m, 21t]. W poblizu punktu stacjonarnego (2mn, O) sg mate wychylenia. Trajektorie
zas sg okresowe i lokalnie sg krzywymi zamknietymi. Wiemy to, poniewaz w tym punkcie mozna to przyblizyC rownaniem

linlowym:
8= -g/L -6

ktorego rozwigzanie mozna odgadnac. Gdy bedziemy oddalac sie od punktu stacjonarnego (2mn, O), to okregi zaczna sie

deformowac. W po
swobodnie | jest to
ciata powoduje szy

olizu drugiego punktu stacjonarnego trajektorie sg hiperboliczne. W punktach (2mn, O) ciato zwisa
ounkt stabilny. W (2ntt+1t, O) masa jest najwyzej i jest to punkt niestabilny, poniewaz mate wychylenie

pkie oddalenie sie od tego punktu. W punktach (2n+1)m z predkosciami roznymi od zera wahadto

zacznie sie obracac i wraz ze wzrostem predkosci maleje amplituda zmian predkosci. Z analizy modelu wahadta wynika
tez, ze mozna nadac taka predkosc i taki kat, ze wahadto zatrzyma sie w punkcie niestabilnym.




